O kilku problemach teorii sterowania

stochastycznego | ich zastosowaniach
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1. Jak zarzagdzal firmg ubez-
pieczeniowa 7?7 Kiedy wyptacaC dy-
widende?
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Zagadnienie optymalnej dywidendy
Xpi1=Xn—Un+ Y11, Xo=2

Y, ciqg i.i.d. z rozktadem @

VU(z) = E{S7_§eo"Un}, T =inf{i>0: X; < 0}
V(x) = supy VU(.CU)

Oszacowania:

e ‘EY T o _ e ‘EY T
— <w(z) =V(z) —x< —

p+ = P{Y; > 0}
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Rownanie Bellmana

V(z)=0dlaz<0

V(@) = suPo<u<e {u+ €70 [0,y V(e — u+3)Q(dy) |

=z + SUPo<z<z {—2 + e [V (2 4+ ¥)Q(dy) ]

Zz=z—u; dla w(z) =V(z) —x mamy

w(z) = SUPo<.<x {—2 + e [ w(z +y)Qdy) + e E(z + Y1) T}

strategie pasmowe i progowe De Finetti (1957), Avram Palmowski Pistorius
(2007), Loeffen (2008)
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2. Jak modelowaC dynamike otacza-
jacych nas zjawisk 7
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Andrey (Andrei) Andreyevich Markov
June 14, 1856 — July 20, 1922
wybitny matematyk z Petersburga
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Procesy Markowa
procesy stochastyczne (X, t=0,1,...,) lub (Xt > 0)

klasa procesow w ktorych przysztoSC zalezy od terazniejszosSci, ale nie zalezy
od przesztosci

P {Xt+h e A|Ft} =P {Xt_|_h e A|Xt}

wtasnosS¢ Markowa to jedynoS¢ rozwigzan réwnania (zaleznosci)

jednorodne w czasie procesy Markowa z operatorem prawdopodobienstw prze-
jscia

Pi(xz, A) = P{X; € Al Xg = «}
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3. Jak sterowac procesami Markowa -
optymalnie zatrzymywac?
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Optymalne zatrzymywanie procesdow Markowa
przy danej przestrzeni probabilistycznej (2, F, (F}), P)

szukamy momentu Markowa 7 tzn. takiej zmiennej losowej o wartosciach w
[0,0), ze

{r <t} € F}; dla kazdego ¢t € [0,00) by
E{F(X7;)} byto maksymalne

v(z) = sup; Bz {F(X7)} = Ex {F(X?)}
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Przyktady problemow optymalnego zatrzymywania
zagadnienie najlepszego wyboru - problem sekretarki
strategia na egzamin

problem wynajmu mieszkania

amerykanska opcja kupna (call) E{(ST —K)+}

amerykanska opcja sprzedazy (put) E{(K — ST)+}
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Zagadnienie najlepszego wyboru
losowo pojawiajace sie punkty (oferty) aj,an,a3,...,an
porzadek: az,ag,ap, ag, aq, a1, ae, as, aig, ay

punkty maksymaline z(0) = 1,2(1) =5,2(2) =7

P{x(i) =k} = (k l)l

=

P(k,1) = P{z(i+ 1) = l|lz(i) = k} = P{w(z;i)(;ljlghk}

Pla(i+1) =la() =k} = G2 = Lo

P(k,)) =P{z(i + 1) =1l|z(i) =k} = ﬁ dla [ > k
P(k,))=0dlal<k

Lemat 1. (z(7)) jest jednorodnym (w czasie) tancuchem Markowa
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Optymalna strategia

q(k) prawd. najlepszego wyboru przy zatrzymaniu sie w punkcie z(i) = k
a(k) =1 =y ok, D) =1 =0, 1 gy =

v(1) = sup; By {q(z(7))} = sup, ¥p P1 (a(1) = k)~

Pq(k) := Y P(k,Dq() = X1 jitmye = (R G+ 531 + -+ 720

Pq(n) = 0, Z‘%g;) = % + k—l—l + ...+ =1 | gdy k rosnie

r={k: Pqlk) <qlk)} ={kn,kn+1,...,n}

Lemat 2. optymalna strategia: zatrzymac sie gdy po raz pierwszy z(i) € I'.
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Uzasadnienie

n=1, q(1) =1, Pq(1) =0,

n=2, Pq(2) =0, Pq(1) = q(1), kn=1

n>3, Pg(1) =q(1)(F+ 5+ +5727) > a(1), kn > 1

gdybysSmy zatrzymywali sie wpadajgc do k < k,, to strategia to strategia opoz-
niajaca o krok nasze dziatanie databy wynik lepszy o z(k)(Pq(k) —q(k)) > 0O

gdybysSmy zatrzymywali sie wpadajgc do k > k, to strategia to strategia opoz-
niajaca o krok nasze dziatanie databy wynik gorszy o z(k)(Pq(k) —q(k)) <O

optymalna strategia: przepusci¢ k, — 1 obiektow (sekretarek) a nastepnie
wybrac pierwszy lepszy od pozostatych

— Mmi .1 1 1
kn_mln{k.E+H—1+...+m§1}

A+ i< A+ o+
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Prawdopodobienstwo prawidtowego wyboru

Sm - prawd., ze pierwszy po k,—1 przepuszczonych obiektach lepszy od wszys-

tkich poprzednich bedzie miat numer m

_ (m=2)1(kn—1) _  kp—1
m! m(m—1)

Sm —

stad p, - prawdopodobienstwo optymalnego wyboru

— N — N kn—1 m __ kp—1

n 1 1 1 n—1

Lr(2-1)

—6

Inkn§1<ln kn>”kn
kn — oo gdy n — oo

|”ﬂnn—>oo(;€ 1‘|’ + . ‘|‘ 1)_1

| stad limn—oopn = liMp—oe Bt = 1~ 0.368

R
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4. Co robi€ gdy nie mamy petfnej in-
formacji 7
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Historia problemu | jego motywacje

proces stanu (z)

proces obserwacji (yn)

1801 C.F. Gauss, planetoida Ceres (Giuseppe Piazzi, Franz Xaver von Zach)

1809 C.F. Gauss, T heory of the motion of the heavenly bodies moving about
the sun in conic sections - New York: Nachdruck Dover Publications 1963,

1821 C.F. Gauss, Theoria combinations observationum erroribus minimis ob-
noxiae, Gesammelte Werke, Bd.4. Gotingen

1941 A.N. Kolmogorov, Intiergrirovanije i ekstrapolirovanije stacjonarnych
sluczajnych posledovatelnostiej, Izv. AN SSSR, t. 5 no.1

1949 N. Wiener, Extrapolation, interpolation and smoothing of stationary
time series - New York, Wiley
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Liniowy proces filtracji

Thorvald Nicolai Thiele, Peter Swerling 1958, 1959 R.C. Bucy, 1960 Rudolf
E. Kalman, R.E. Kalman and R.C. Bucy 1961

liniowa filtracja zn := E [znly1, - - -, Yn]

przez warunkowag wartos¢ oczekiwang E [X|Y] rozumiemy projekcje (rzut) zmi-
ennej X na przestrzen L2 (2,0 {Y}, P) (zaktadajac cicho, ze X € L2 (2, F, P))

filtr Kalmana Bucy'ego (w wersji uogodlnionej przez szkote rosyjska R. Liptser
i A. Shiryaev lata 70-te)

Ciggi warunkowo normalne

Tp4+1 = a(yn)zn + b(yn) + c(yn)wn
Yn+1 = d(yn)zn + e(yn) + f(yn)on
(wn), (vp) i.i.d. N(O,1)

Tn, B [(:Un — Zp) (zn — Zn) ! Y1, - - - ,yn] dane rekurencyjnymi rownaniami

Konferencja ““Matematyka w dziataniu”’, Bedlewo, 17 czerwca 2013 16



Procesy Markowa

A. A, Mapkon (1886).

Andrey (Andrei) Andreyevich Markov (14 czerwca 1856 - 20 lipca 1922)
(zn), P(x,A) = P{x1 € A | zg = x} prawdopodobienstwo przejscia

Pf(x) = [g, f(a")P(x,da’)
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Miary niezmiennicze dla procesow Markowa
1 jest miarg niezmiennicza dla P(x,dy) jezeli
p(A) = [g, P(z, A)pldz) = P(p, A) dla A € &

miary niezmiennicze opisujg zachowanie sie procesu, gdy czas dazy do
nieskonczonosci i operatora P"(x, A)

(P™(x, A) — p(A) lub 257 ) P*(z, A) — u(A) gdy n — oo)
miara niezmiennicza - miara rownowagi

N. N. Bogoliubov and N. M. Krylov (1937). "La theorie generalie de la mesure
dans son application a |I'etude de systemes dynamiques de la mecanique non-
lineaire"
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Opis modelu i jego wtasnosSci - proces stanu
(zn), (yn) procesy o wartosciach w przestrzeni polskiej Eg and E

(zn), proces stanu (nieobserwowany, ukryty) - proces Markowa O praw-
dopodobienstwie przejscia P(x,,_1,dz’)

(yn), proces obserwacji P;"(y,—1,dy")
(nP. yn = h(zn) + wn lUb yn = h(zn, yp—1) + wn)

X" = O'{xo,x]_, S 7$TL}; Y™ = G{?Janla <o 7yn}’

Pz, 41 € A| X" Y"} = P(an, A), (1)
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Opis modelu i jego wtasnoSci - proces obserwac]i

Przypadek szczegolny: yn = h(xn, wn)

P{yns1 € B| X T Y"} = /BT (#nt1,9") n(dy) (2)

Przypadek ogolny: y,4+1 = hA(yn, Tpt1, Wn41)

P{y,41 € B| X"ty = Pyt (yn, B) = /Br (Tnt1,um.9 ) n(dy)  (3)

para <:§” ) jest procesem Markowa z operatorem prawdopodobienstw prze-
mn

jscia

TiCey) = [ [ 7 (o) P i) PG da') (4)
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Proces nieliniowej filtracji - przypadek szczegodlny

™m(A) = P{en € A|Y"} = E{14(xn) | Y™} P a.s. dla A € & informacja o
procesie (xn) na podstawie obserwacji Y

mo(A) = v(A) rozktad poczatkowy procesu (xzn), ™ to proces o wartosciach
w przestrzeni miar probabilistycznych P(Eg) nad Eg

Jar (2, y) P (v,dx’) _ N(y,v)(A)

[ r(z,y) P(v,dz’) ~ N(y,v)(Eo)
Eq

M (y,v) (A) =

Mamy, ze m,41(A) =M (yn+1,7rn) (A), co jest rownaniem rekurencyjnym

(mn) jest procesem Markowa z prawdopodobienstwem przejscia

[MF(W) = Jg, [ F (M (y,v))r (z,y) dyP(v,dx)
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Proces nieliniowej filtracji - przypadek ogolny

Jar (@' y,y) P (v,dx’) _ N(y,y',v)(A)

[ r(,y,y) P (v,de’) = N(y,v,v)(Eo)
Eq

p(dz,dy) = pp(y,dz)p(Eg, dy)
5 (A) = pp (yo, A)

M (y,/,v) (A) =

5
7E(A) = M (g1, yms 1) (A) )
P (A) = P{xp € A|Y"} P as.
P
Para ( 7;” ) tworzy proces Markowa z operatorem
n
—_ / / X /
HF(V7y) - /Eo /EF<M (yay 71/) 7y>P1 (y,dy)P(V,dCU) (6>
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Gfowny problem

w przypadku szczegdlnym: ergodycznosS¢ (istnienie jedynej miary niezmien-

P
niczej) dla procesu (my,); W przypadku ogdlnym: ergodycznos¢ pary ( Zn )
n

H.Kunita (1971), L. Stettner (1989), H. Kunita (1991), A.G. Bhatt, A. Bud-
hiraja, R.L. Karandikar (2000)

T. Kaijser (1975), P. Baxendale, P. Chigansky, R. Liptser (2004), A. Budhiraja
(2003), Di Masi, L.S. (2005), F. Le Gland, N. Oudiane (2004), V. Tadic, A.
Doucet (2005), M.L. Kleptsyna, A.Yu. Veretennikov (2007)

Twierdzenie (nieprawdziwe). Zatdézmy, ze istnieje jedyna miara niezmien-
nicza p dla procesu stanu (xp). Wtedy proces nieliniowej filtracji (mp) ma
dokfadnie jedng miare niezmienniczg wtedy i tylko wtedy gdy zachodzi warunek

imsup [ |Ez {f(zn)} = u(Hlu(dz) = 0.
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Gdzie byt btad?

W przejsSciu granicznym, gdzie Y = a{. Y=y Y—pt 1y YO YL - - - ,yn}
;Xﬁ&D::a{.”,x_mﬁx_n+1,“.,“.,wm}
Mmoo B{ (@)Y vV XM} # B {¢(xn)|Y |,

XZo = {0,923, ( )

Kontrprzyktad (T. Kaijser (1975), P. Baxendale, P. Chigansky, R. Liptser
(2004))

Eqo = {1,2,3,4}, E = {0,1} macierz prawdopodobienstw przejscia procesu

(zn)

N O ONI-
O O NN
O NN O

NIFNIF O O

Konferencja ““Matematyka w dziataniu”’, Bedlewo, 17 czerwca 2013 24



EOl — {173}' E02 — {274}

Yn — 1E0]_ (an)

r(x,1) =2 for x € Egq, v(x,1) = 0 for x € Eg»o
r(x,0) =2 for z € Egp, r(x,0) = 0 for x € Ep;
with 1(0) = n(1) = 3.

P(z,Ep1) =3, (yn) i.i.d. Plyp =0} = Plyp =1} =3

([ o | [ O | [1l=a] [ O |
0 o 0 l —«o

< l—o |’ 0 ’ « ’ 0 (

. o0 | |[1-a] | O | | o |

dla «« € (0,1) mamy kontinuum zbioréw niezmienniczych i miar niezmien-
niczych.
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Dlaczego zadziatat kontrprzyktad?

Jezeli yn = 1g,, (Tn) +wn, gdzie (wy) i.i.d. np. N(0, 1) to istnieje jedyna miara
niezmiennicza dla (my).

Istnienie jedynej miary niezmienniczej
dla (zn) plus rownowaznoSC operatorow obserwadji

[ G yn(dy),

(P{(y,-) = [r(z,y,y")n(dy’) w przypadku ogdlnym) dla = € Ep, (réwniez dla
y € E w przypadku ogolnym) implikuje istnienie jedynej miary niezmiennicze]
dla operatora M, czyli procesu filtracji (my,),

o)

(( Z: ) w przypadku ogdélnym) (np. yp41 = h(yn, Tpi1) + Wi, Z (wr) iid.

N(0,1))
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5. Modelowanie ryzyka w finansach |
nie tylko
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Ryzyko w podejsciu historycznym - teoria Markowitza
S;(t) cena i-tej akcji w chwilit (1 =1,2,...,d)
podejsScie statyczne t =0,1

stopa zwrotu :-tej akcji

_ Si(1) = 5i(0) _ Si(1)
- 5(0) ~ 5;(0)

Gi

oczekiwana stopa zwrotu :-tej akcji u; := E(;

p=[u1,.opdt, Ci= -, QT

2_ macierz kowariandcji
S=E{(-m-wT}=(EY)

0:=1[01,...,04]", 0; cze$¢ kapitatu zainwestowana w i-ta akcje
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losowa stopa zwrotu portfela R(0) jest réwna QTC poniewaz: jezeli x jest kap-
itatem poczatkowym to

Sa:(eo) jest iloscia i-tych akcji w chwili O
Sx(%)s (1) jest wartosScig kapitatu zainwestowanego w i-tg akcje w chwili 1

4| S (1)—x
R(9) = = =25 50 —

x

Y 5ySi(1) — 1 =L g755(Si(1) - Si(0)) = ¥ 6i¢;
wariancja stopy zwrotu portfela

Var(R(9)) = 60130
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1990

‘
Harry Max Markowitz ur. 1927, nagroda Nobla
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Problem Markowitza
zmaksymalizowal oczekiwang stope zwrotu portfela
E{R(®)} = 6Tw
przy rownoczesnej minimalizacji

rozumianej jako miara ryzyka
Var(R(0)) = 6156.

"Portfolio Selection" The Journal of Finance, Vol. 7, No. 1. (Mar., 1952),
pp. 77-91

Markowitz, H., Portfolio Selection Efficient Diversification of Investments,
Wiley, 1959.
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Problemy jednokryterialne

a) zmaksymalizowac

F(E{R(0)},Var(R(0))) = E{R(0)} — 2A\Var(R(0)) = 6T — X670
b) zmaksymalizowaé funkcjonat wrazliwy na ryzyko

g(A) =InE{exp{-)\X}}

g\ = Eé}f—i)ﬁf b = E{XQGAX}Jig{:fA})(—} ()b;{—XeAX})

stad ze wzoru Taylora dla g(A) mamy
_Tlg()\) = FE{X}— %)\Var(X) + reszta()\), i.e.

F\(R(0)) = 5L In E {exp {—AR(0)}} = E{R(6)} — 3AVar(R(6)) + reszta(\)
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Monetarne miary ryzyka

pozycja finansowa X : 2 —- R

X rodzina pozycji finansowych

p. X — R ijest monetarng miarg ryzyka gdy:

- jezeli X <Y to p(X) > p(Y) (monotonicznos¢)

- jezelim € R to p(X +m) = p(X) —m (pieniezna addytywnosc¢)
wtasnosci:

p(X + p(X)) =0

(p(0) = 0 (normalizacja))

[p(X) = p(Y)| < [[ X = Y]
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monetarna miara ryzyka jest gdy

p(AX 4+ (1 = 2)Y) < Ap(X) + (1 —A)p(Y) dla A € [0,1]

(dywersyfikacja nie zwieksza ryzyka)

wypukta miara ryzyka jest agdy

jezeli A >0 to p(AX) = A\p(X) (dodatnia jednorodnos¢)
koherentnej miary ryzyka:

p(0) =0

p(X +Y) < p(X) + p(Y) (nadaddytywnosc)
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WartoSC narazona na ryzyko
VaRo(X) =inf{m e RIP{m+ X <0} < a}
(@8

q&l_(X) =inf{re R: P{X <z}>a}l=sup{ze R: P{X <z} <a}

g (X)) =inf{ze R: P{X <z} >a}l=sup{ze R: P{X <z} <a}
o przedziat kwantyli [g5 (X)), ga (X)]

P{—-X<m}>1—-—aand P{X <-m}<a

stad: VaRa(X) = q1_o(~X) = —qd (X)

VaRn(X) jest monetarng miara ryzyka ale nie jest wypukta miarg. Zwykle
a € [0,0.05].
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Przyktad (Embrechts)

100 i.i.d. pozyczek po 100 jednostek z oprocentowaniem 2%, podlegajacych
ryzyku niewyptacalnosci 1%

rozwazamy dwa portfele: X sktadajacy sie ze 100 niezaleznych pozyczek po
100 jendostek

X5 jedna pozyczka wielkosci 100 x 100 jednostek

mamy X; = >199Y; i X, = 100Y7, gdzie P{Y; = —100} = 0.01, P{Y; =2} =
0.99 i

VCLR5% (X71) > VCLR5% (X5)

to jest VaRgo, (X100 ;) > 2199 VaReo, (Y;) = —200

rzeczywiscie qd 45(Y;) = 2, i qf 05 (X129 v;) = —1.64.101.4887+98 < 2 stosujac
aproksymacje rozktadem normalnym.
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Warunkowy VaR

X catkowalna ciggta zmienna losowa (expected shortfall, average value at risk)
CVaRo(X) = E{—X|X 4+ VaRa(X) <0}

CVaR, jest koherentng miara ryzyka

mozna pokazac, ze

CVaRa(R(0)) = % [§ VaRgdp
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Koherentne miary ryzyka
X) = — Lol (X)m(d
pm(X) = — [ qif (X)m(du)

gdzie m miara probabilistyczna na (0,1). p jest miara monotoniczng, pienieznie
addytywng addytywna i dodatnio jednorodnag.

Przyktady:
1. VaRa(X) = —q3 (X), for m = 8a,

2. expected shortfall (conditional VaR): ESy(X) = éfg‘ VaRy(X)du, dla m
jednostajnego rozktadu na (0, «),

3. spekrralne miary ryzyka: pg(X) = g VaRu(X)¢(w)du, z m(du) = ¢(u)du,
gdzie ¢ : [0,1] — [0,00) jest gestoscig na [0,1] i u+— ¢(u) jest malejgca

Twierdzenie p,, podaddytywna wtedy i tylko wtedy gdy jest spektralng miarg
ryzyka.
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Estymatory ryzyka z danych historycznych
P(X) = p(FY™)

dla pm(X) = — [¢ qf (X)m(du) mamy

(X)) = - zmym((5E L)) where z(;) is the i-th element of X
(x1,22,...,2Zn).
Przyktady:

1. VaRp(X) = —&([nal+1)

2. EASZ(X) — _% (Z[na] L (4) + x([na]-l—l)(na — [na]>

3. ﬁ¢(X) — _ZZ_ L(3) f( )qb(u)du

Problem: zgodnoSC estymatorow ryzyka
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ZgodnoSC estymatorow ryzyka
estymator ryzyka jest zgodny zgodny gdy dla dystrybuanty F' gdy

p(X1,Xo,...,Xp) — p(F), gdy n — oo p.p. dlai.i.d. ciqgu z.l. X; z dystrybuantg
F

VaR!(F) jest zgodny dla F takiego, ze ¢f (F) = q5 (F)

EASZ(F) i ﬁg(X) sg zgodne jako funkcje liniowe statystyk pozycyjnych (van
Zwet 1980)

odlegtoSC Levy'ego miedzy dystrybuantami :
d(F,G)=inf{e>0:F(x—¢)—e<G(x) < F(x+e€)+e for x€ R}

Ln(p,G) jest dystrybuantg estymatora p w oparciu o probke (X1,Xo...,Xn)
z.l. i.i.d. z dystrybuanta G
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Odpornosc¢ estymatorow
C rodzina dystrybuant

Definicja. Estymator ryzyka p jest C odporny w F' gdy dla dowolnego € > 0O
istnieje 0 > 0 i Ng > 1 takie, ze dla wszystkich G € C mamy

d(F,G) < § implikuje d(Ln(p,R), Ln(p, F)) < € dla n > ng.

Twierdzenie. (Cont, Deguest, Scandolo 2010) Niech p bedzie miarg ryzyka
| F' e C. Jezeli ﬁh - estymator historyczny p zgodny z p dla kazdego G € C to
nastepujace warunki sg rownowazne

1. ograniczenie p do C jest ciagte w F' (ze wzgledu na metryk Levy'ego)

2. pl* jest C odporny w F.

Whniosek Jezeli p jest ciggty w C to ﬁh jest C odporny dla dowolnego F' € C.

(we use Glivienko-Cantelli theorem)
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CiggtoSC miar ryzyka

Miara ryzyka pm(X) = —fol q{,,"(X)m(du), zaS D, przestrzen dystrybuant dla
ktorych py, jest zdefiniowane, i

Am = {a € [0,1] : m{a} > 0}
Twierdzenie (Huber 1981). Jezeli noSnik m nie zawiera 0 ani 1 to pm, jest

ciggta dla dowolnego F' € D, takiego, ze qg'[(F) = q,,(F) dla a € Am. W
przeciwnym wypadku pp, nie jest ciggta dla doowlnego F' € D,.

Whniosek V&RZ(F) jest C, odporna dla dowolnego F' € C, gdzie
Co={FeD:qd(F)=q;(F)}

m(du) = ¢(u)du, ¢ € LY to p, jest zdefiniowane w DP - zbidr dystrybuant ze
skofczonym left tail p moment (% + % =1)

Wwhniosek Dla dowolnego F € DP historyczny estymator P jest DP odporny
w F wtedy i tylko wtedy gdy dla pewnego ¢ > 0 ¢(u) = 0 dla wszystkich
u€ (0,e)U(1—¢1) i.e. ¢ znika w otoczeniu 0 i 1.
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Odpornos¢ estymatorow kontynuacja
Whniosek. Historyczny estymator dla dowolnej spektralnej miary ryzyka P
zdefiniowany na DP nie jest DP - odporny w F € DP. W szczegdlnosci, histo-

ryczny estymator ES, nie jest D! - odporny dla F € D1.

jednakze historyczny estymator

- Ja2 VaRy(F)du jest D1 odporny.

Qp—0o]
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